ΤΟ ΑΤΟΜΟ ΤΟΥ ΥΔΡΟΓΟΝΟΥ

Στα βιβλία της χημείας της δεύτερης τάξης του γυμνασίου, ο μαθητής έρχεται για πρώτη φορά αντιμέτωπος με τις έννοιες των στοιβάδων, K, L, N, O, … και ούτω καθεξής. Μαθαίνει πως τα ηλεκτρόνια περιφέρονται γύρω από τον πυρήνα του ατόμου ακατάπαυστα, υποχρεωμένα να κινούνται μονάχα πάνω στις στοιβάδες αυτές. Οι μαθητές με κάπως πιο ερευνητικά μυαλά ίσως και να πρόσεξαν ένα κομμάτι του βιβλίου - το οποίο τουλάχιστον όταν εγώ φοιτούσα στο σχολείο ήταν εκτός ύλης, πάνε 6-7 χρόνια τώρα – στο οποίο κομμάτι αναφερόταν η ύπαρξη 4 μυστηριωδών αριθμών, των κβαντικών αριθμών: ο ολικός κβαντικός αριθμός 
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, ο τροχιακός κβαντικός αριθμός 
[image: image2.wmf]l

, ο μαγνητικός κβαντικός αριθμός 
[image: image3.wmf]m

και ο κβαντικός αριθμός του spin (περιστροφή) 
[image: image4.wmf]s

.  Μάλιστα ίσχυαν όπως έλεγε στο βιβλίο κάποιες σχέσεις μεταξύ των αριθμών αυτών. Ο ολικός κβαντικός αριθμός 
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 ήταν ακέραιος και έπαιρνε όλες τις θετικές τιμές:
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Ο τροχιακός κβαντικός αριθμός 
[image: image7.wmf]l

 ήταν επίσης ακέραιος και μπορούσε να πάρει και την τιμή 0 αλλά δεν μπορεί να είναι μεγαλύτερος από τον 
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 είναι και αυτός ακέραιος και πρέπει να μικρότερος του 
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σε απόλυτη τιμή. Δηλαδή 
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Τέλος ο κβαντικός αριθμός του spin s μπορεί να πάρει τιμές +1/2 και –1/2, ανάλογα με το αν το ηλεκτρόνιο περιστρέφεται δεξιόστροφα ή αριστερόστροφα.

Διαβάζοντας για πρώτη φορά τις παραπάνω ιδέες, μου δημιουργήθηκε από την πρώτη στιγμή η απορία, πώς είναι δυνατόν οι αριθμοί αυτοί να καθορίζουν τις τροχιές των ηλεκτρονίων, δηλαδή τη δομή της στοιχειώδους ύλης, και κατ’ επέκταση τη μορφή του κόσμου μας σήμερα; Όλα τα στοιχεία στη φύση περιγράφονται από τους 4 και μόνο κβαντικούς αριθμούς. Κάθε στοιχείο αποτελείται από διαφορετικό αριθμό ηλεκτρονίων (έτσι αναγνωρίζουμε τα διαφορετικά στοιχεία), και επίσης στο άτομο εκάστου στοιχείου κάθε ηλεκτρόνιο έχει πάντοτε διαφορετικούς κβαντικούς αριθμούς.

Αλήθεια, πόσοι διαφορετικοί συνδυασμοί μπορούν να προκύψουν; Από τον ολικό αριθμό έχουμε n περιπτώσεις, από τον τροχιακό επίσης n, από τον μαγνητικό αριθμό 
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= 2n+1 και από τον κβαντικό αριθμό του spin 2. Συνολικά έχουμε λοιπόν 


[image: image15.wmf])

1

n

2

(

n

2

2

*

)

1

n

2

(

*

n

*

n

2

+

=

+

 

διαφορετικούς συνδυασμούς.

Η φύση όμως δεν είναι καθόλου σπάταλη, αλλά έχει την τάση να τείνει προς τις καταστάσεις της ελάχιστης ενέργειας. Όπως θα δούμε στη συνέχεια, τα ηλεκτρόνια τείνουν να έχουν όσο το δυνατό μικρότερο ολικό κβαντικό αριθμό.

Τους 4 αυτούς αριθμούς τους ξαναβρήκα μπροστά μου έκτοτε αρκετές φορές, και η απορία για την προέλευσή τους μου είχε ριζωθεί βαθιά. Ποια θα μπορούσε να ήταν αυτή η μυστήρια διαδικασία όπου οδήγησε στην ανακάλυψη αυτών των αριθμών; Ήταν πολύπλοκη για να τη διδαχτούμε στο σχολείο; Και πώς προέκυψαν οι σχέσεις αυτές μεταξύ των αριθμών αυτών;

Ένοιωσα πραγματικά ικανοποιημένος όταν κατάφερα να συλλάβω τη διαδικασία η οποία οδήγησε στους αριθμούς αυτούς. Το μόνο πρόβλημα είναι το μαθηματικό υπόβαθρο που απαιτείται για την κατανόησή αυτής, το οποίο δυστυχώς δε μπορεί να διδαχτεί στα λύκεια. Τη διαδικασία αυτή θα περιγράψουμε στη συνέχεια, χωρίς όμως να υπεισέλθουμε στους πολύπλοκους μαθηματικούς υπολογισμούς. Αποτελεί πάγια τακτική μου να μην χρησιμοποιώ “μπακαλίστικα” μαθηματικά τα οποία να στερούνται υποβάθρου και να παρουσιάζονται άσχετα με το θέμα, αλλά ούτε και αυστηρότατες διαδικασίες οι οποίες να αποπροσανατολίζουν τον ενδιαφερόμενο από τη ουσία του θέματος. Με άλλα λόγια, σκοπεύω να χρησιμοποιήσω ακριβώς τα μαθηματικά εκείνα που απαιτούνται για να κατανοήσει κανείς τη πραγματική φυσική του θέματος, τίποτε περισσότερο που να είναι περιττό, αλλά και τίποτε λιγότερο που να θυσιάζει τη γνώση και το θαυμασμό στο βωμό της απλούστευσης.

Ο κόσμος των ατόμων και των μορίων περιγράφεται από τη θεωρία της κβαντομηχανικής, οι ιδέες της οποίας παρουσιάστηκαν στις αρχές του 20ου αιώνα και τελειοποιήθηκαν στη δεκαετία του 1920, δημιουργώντας μία πανίσχυρη και ακατάριπτη έως σήμερα θεωρία. Η σημαία της κβαντομηχανικής είναι  η εξίσωση του Schrodinger
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Ίσως να γνωρίζετε ότι στην κβαντομηχανική τα σωματίδια δεν περιγράφονται από το διάνυσμα της θέσης τους 
[image: image17.wmf]r

r

 , αλλά από την κυματοσυνάρτηση 
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. Όπως η εξίσωση κίνησης του Νεύτωνα 
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είναι γενικά μία διαφορική εξίσωση όπου η λύση της μας δίνει τη συνάρτηση 
[image: image20.wmf])
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 της θέσης ενός σώματος σε εξάρτηση από την δύναμη (δυναμικό) που ασκείται σε αυτό, με εντελώς όμοιο τρόπο η εξίσωση του Schrodinger είναι μία διαφορική εξίσωση της οποίας η λύση δίνει την κυματοσυνάρτηση 
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 σε συνάρτηση με το δυναμικό 
[image: image22.wmf]V

στο οποίο βρίσκεται κάποιο σωματίδιο. 
[image: image23.wmf]E

 είναι η ενέργεια του σωματιδίου, η οποία υπολογίζεται ταυτόχρονα με τη λύση της εξίσωσης, 
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είναι η μάζα του, 
[image: image25.wmf]π
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 η σταθερά του Planc), και 
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 είναι ο διαφορικός τελεστής του Laplace, ο οποίος σε καρτεσιανές συντεταγμένες έχει την απλή μορφή 
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δηλαδή άθροισμα διπλών παραγωγίσεων ως προς x, y και z .

Στην κβαντομηχανική δεν είναι δυνατό να υπολογίσουμε την ακριβή συνάρτηση της θέσης του σωματιδίου. Μπορούμε μόνο να υπολογίσουμε την κυματοσυνάρτηση 
[image: image29.wmf]ψ

, της οποίας το τετράγωνο του μέτρου 
[image: image30.wmf]2
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 είναι η συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας του σωματιδίου, υπολογίζει δηλαδή την πιθανότητα να ανιχνευτεί το σωματίδιο σε κάποιο διάστημα. Έτσι για παράδειγμα, αν έχουμε υπολογίσει την 
[image: image31.wmf]ψ

, η πιθανότητα να βρούμε το ηλεκτρόνιο μέσα στο ακτινικό διάστημα [α,β] είναι 
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 . Προφανώς η πιθανότητα 
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 να ανιχνευτεί το σωματίδιο οπουδήποτε στον χώρο πρέπει να ισούται με τη μονάδα.

Πριν προχωρήσουμε σε περαιτέρω ανάλυση, καλό είναι να τονίσουμε κάτι για την εξίσωση του Schrodinger. Όπως η εξίσωση της κίνησης του Νεύτωνα δεν αποδεικνύεται από πουθενά, αλλά είναι απλώς μία πρόταση η οποία επαληθεύει μια τεράστια γκάμα καταστάσεων, έτσι και η εξίσωση του Schrodinger είναι αίτημα. Επομένως δεν αποδεικνύεται από κάπου αλλά τη δεχόμαστε αξιωματικά, και από αυτή ξεκινάμε τη μελέτη της φύσης. ( Οι εμπνευστές της βέβαια κατέληξαν σε αυτή από μία σειρά ενδείξεων από πειράματα που είχαν στη διάθεσή  τους).

Ίσως να παρατηρήσατε ότι η εξίσωση αυτή δεν περιλαμβάνει το χρόνο. Αυτό είναι αλήθεια. Στην πραγματικότητα σας ξεγέλασα λιγάκι στην αρχή, ονομάζοντάς σας την 
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εξίσωση του Schrodinger. Η αρχική εξίσωση του Schrodinger είναι 
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Ω, ναι, ο παράγοντας i είναι η φανταστική μονάδα! Γενικά η λύση της παραπάνω εξίσωσης είναι μια μιγαδική συνάρτηση. Αν όμως στην παραπάνω εξίσωση δοκιμάσουμε μια λύση της μορφής 
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δηλαδή ότι η λύση θα είναι η συνάρτηση 
[image: image37.wmf])

r

(

ψ

 επί ένα χρονικά μόνο μεταβαλλόμενο κύμα 
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 , τότε θα πάρουμε την εξίσωση την οποία σας ανέφερα αρχικά, η οποία ονομάζεται χρονοανεξάρτητη εξίσωση του Schrodinger, και η οποία θα είναι πραγματική συνάρτηση. Λύνοντας λοιπόν αυτήν την εξίσωση, θα βρούμε τη χωρική εξάρτηση. Για να βρούμε και τη χρονική εξάρτηση αρκεί να πολλαπλασιάσουμε τη λύση που θα βρούμε με το χρονικό αυτό κύμα. 

Δυστυχώς η εξίσωση του Schrodinger, είναι διαφορική και έτσι δεν είναι καθόλου μα καθόλου εύκολο να την λύσουμε επακριβώς για πολύπλοκα δυναμικά 
[image: image39.wmf]V

. Όταν μιλάμε για άτομα, μονάχα το άτομο του υδρογόνου μπορεί να λυθεί επακριβώς, για αυτό το λόγο θα το μελετήσουμε στη συνέχεια. Για όλα τα άλλα άτομα, όπου τα δυναμικά είναι αρκετά περίπλοκα, οι λύσεις είναι σωστές, αλλά μπορεί να είναι μόνο προσεγγιστικές. Για το άτομο όμως του υδρογόνου θα υπολογίσουμε ακριβώς όλες τις λύσεις της εξίσωσης του Schrodinger. Έτοιμοι λοιπόν!

ΚΑΘΕ ΑΡΧΗ ΚΑΙ ΔΥΣΚΟΛΗ

Όπως είπαμε και προηγουμένως, θα ξεκινήσουμε την περιήγησή μας στο πολυπληθέστερο άτομο του σύμπαντος από την χρονοανεξάρτητη εξίσωση του Schrodinger:
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m δεν είναι άλλη φυσικά από τη μάζα του ηλεκτρονίου όπου περιφέρεται γύρω από τον πυρήνα. Στη συνέχεια θα ανακαλύψουμε γιατί το ηλεκτρόνιο δεν πέφτει προς τον πυρήνα - αφού χάνει ενέργεια περιφερόμενο γύρω από αυτόν - αλλά μένει σταθερά στη θέση του.

Το δυναμικό στο οποίο βρίσκεται το ηλεκτρόνιο είναι το ηλεκτρικό δυναμικό Coulomb εξαιτίας του πυρήνα, το γνωστό μας
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όπου 
[image: image43.wmf]k

 είναι η σταθερά 
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 , 
[image: image45.wmf]e

 είναι το φορτίο του ηλεκτρονίου (πρωτονίου) και 
[image: image46.wmf]r

 η ακτινική απόσταση του ηλεκτρονίου από τον πυρήνα.

Ας αντικαταστήσουμε το δυναμικό αυτό 
[image: image47.wmf]V

 στην εξίσωση του Schrodinger:
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    (1)

Σειρά τώρα έχει να υπολογίσουμε τον τελεστή του Laplace 
[image: image51.wmf]2
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 πάνω στη κυματοσυνάρτηση 
[image: image52.wmf]ψ

. Το άτομο του υδρογόνου διέπεται από σφαιρική συμμετρία, διότι το δυναμικό που προκαλεί ο πυρήνας εξαρτάται μόνο από την ακτίνα r και όχι από τις άλλες δύο σφαιρικές συντεταγμένες φ και θ. Για το λόγο αυτό θα γράψουμε τον τελεστή του Laplace σε σφαιρικές συντεταγμένες σύμφωνα με τους μετασχηματισμούς των καρτεσιανών συντεταγμένων σε αυτές:
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Τότε ο τελεστής έχει τη μορφή 
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αντικαθιστώντας το παραπάνω “κτήνος” στην εξίσωση (1), έχουμε
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η οποία είναι μια μερική διαφορική εξίσωση ως προς την συνάρτηση 
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Για κάθε διαφορική εξίσωση της παραπάνω μορφής, αποδεικνύεται ότι αν έχει λύση αυτή είναι μοναδική. Για να λύσουμε εμείς την παραπάνω εξίσωση, θα ακολουθήσουμε τη μέθοδο των χωριζόμενων μεταβλητών, μία μέθοδο που χρησιμοποιείται κατά κόρον στην επίλυση τέτοιου είδους εξισώσεων. Έτσι, θα υποθέσουμε η κυματοσυνάρτηση μπορεί να γραφεί ως
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Δηλαδή η εξάρτηση από την ακτίνα δεν εξαρτάται από τις γωνίες θ και φ. Η συνάρτηση 
[image: image58.wmf]R

 είναι συνάρτηση της 
[image: image59.wmf]r

 και όχι των θ και φ.

Αν αντικαταστήσουμε τη μορφή αυτή για τη λύση στην παραπάνω εξίσωση αυτή θα τροποποιηθεί ως εξής
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Παρατηρώντας προσεκτικά την παραπάνω εξίσωση διαπιστώνουμε ότι ο πρώτος όρος μέσα στην αγκύλη εξαρτάται μόνο από την ακτίνα 
[image: image61.wmf]r

 και ο δεύτερος μόνο από τις γωνίες θ και φ. Το άθροισμά τους όμως κάνει μηδέν, και κάτι τέτοιο μπορεί να συμβαίνει μόνο εάν κάθε ένας ξεχωριστά από τους όρους αυτούς ισούται με μία σταθερά, δηλαδή να ισχύει
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(δε χρειάζεται πια μερική παράγωγος)

και
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ή ισοδύναμα
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(ακτινική εξίσωση)

και
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(γωνιακή εξίσωση)

Επομένως καταλήξει σε 2 επιμέρους διαφορικές εξισώσεις, την ακτινική εξίσωση και τη γωνιακή εξίσωση, με λύσεις 
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 αντίστοιχα. Η τελική λύση θα είναι 
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  ή αν θέλετε κι την εξάρτηση από το χρόνο ταυτόχρονα θα είναι 
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Η ΓΩΝΙΑΚΗ ΕΞΙΣΩΣΗ

Θα ξεκινήσουμε από τη λύση της γωνιακής εξίσωσης, για το λόγο ότι γνωρίζουμε για αυτή μία απαίτηση που πρέπει να ικανοποιεί, την απαίτηση για 2π περιοδικότητα της γωνίας φ. Αυτό πηγάζει από το γεγονός ότι για παράδειγμα οι γωνίες π και 3π πρέπει να έχουν κοινή λύση ως προς τη γωνία φ, διότι η γωνία φ μπορεί να μεταβάλλεται μόνο από 0 έως 2π στις σφαιρικές συντεταγμένες. Έτσι οι γωνίες φ και φ+2κπ (κ ακέραιος) πρέπει να δίνουν κοινές λύσεις, δηλαδή να υπάρχει 2π περιοδικότητα ως προς τη γωνία φ. Την περιοδικότητα αυτή θα την εκμεταλλευτούμε εντός ολίγου.

Πρώτα όμως θα εφαρμόσουμε ξανά - για τη γωνιακή εξίσωση αυτή τη φορά - χωρισμό των μεταβλητών. Θα θεωρήσουμε δηλαδή ότι η λύση της γωνιακής εξίσωσης 
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δηλαδή οι γωνίες θ και φ μεταβάλλονται ανεξάρτητα. Αντικαθιστώντας στη γωνιακή εξίσωση παίρνουμε
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Και πάλι εδώ θα πρέπει καθένας από τους δύο όρους που εξαρτάται μόνο από τη γωνία θ ή την φ πρέπει να ισούται με μία σταθερά, έστω ν. Δηλαδή θα ισχύει
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ή ισοδύναμα
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Α) Θα ξεκινήσουμε τη εύρεση των λύσεων από τη δεύτερη εξίσωση, της οποίας η λύση 
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η οποία είναι μία γραμμική δεύτερης τάξης διαφορική εξίσωση, θα δοκιμάσουμε τη λύση 
[image: image77.wmf]σφ

e

Φ

=

. Αντικαθιστώντας έχουμε


[image: image78.wmf]0

ν

σ

2

=

+


- Αν ν<0 τότε 
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 και η λύση της εξίσωσης είναι η 
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Όμως η εκθετική συνάρτηση δεν έχει περιοδικότητα και έτσι η λύση για ν<0 δε μπορεί να γίνει δεκτή.

 - Αν 
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 και η λύση της εξίσωσης είναι 
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Επειδή γενικά ισχύει 
[image: image85.wmf]x
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 η παραπάνω λύση είναι ένας γραμμικός συνδυασμός συνημίτονων 
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αυτή η ισότητα μπορεί να ισχύει όταν το 
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 είναι ακέραιος, ώστε ο παράγοντας 
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 να απλοποιηθεί μέσα στο συνημίτονο. Άρα πρέπει να ισχύει 
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 και οι λύσεις 
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δηλαδή γραμμικός συνδυασμός συνημίτονων και ημίτονων. Η σταθερά Α υπολογίζεται από τη σχέση κανονικοποίησης
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και προκύπτει ίση με 
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 . Παρατηρήστε ότι το μέτρο της συνάρτησης 
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Έτσι λοιπόν βρήκαμε τη συνάρτηση ως προς τη γωνία φ, την εξής:
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Παρατηρούμε ότι η συνάρτηση δεν είναι μοναδική αλλά υπάρχουν m διαφορετικές συναρτήσεις. Για κάθε τιμή του m προκύπτει μια νέα συνάρτηση η οποία περιγράφει μια κατάσταση στην οποία μπορεί να βρεθεί το ηλεκτρόνιο. Ο m ονομάζεται μαγνητικός κβαντικός αριθμός.
Β) Ήρθε η ώρα τώρα να ασχοληθούμε με τη δεύτερη εξίσωση, η οποία περιγράφει την εξάρτηση από τη γωνία θ.
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όπου βέβαια αντικαταστήσαμε όπου ν την ποσότητα m2 με την οποία αποδείξαμε ότι ισούται κατά τη λύση της προηγούμενης εξίσωσης.

Η συγκεκριμένη αυτή διαφορική εξίσωση έχει παράμετρο μόνο το λ και ονομάζεται εξίσωση Legendre. Η εξίσωση αυτή επαληθεύεται μόνο όταν ισχύει
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θετικό ακέραιο και 
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Ο ακέραιος 
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καθορίζει τις τροχιές που μπορεί να ακολουθήσει το ηλεκτρόνιο του ατόμου του υδρογόνου και ονομάζεται τροχιακός κβαντικός αριθμός. 

Οι συναρτήσεις που επαληθεύουν την παραπάνω εξίσωση είναι κάποια πολυώνυμα του sinθ και του cosθ, τα συναρτημένα πολυώνυμα Legendre 
[image: image104.wmf]l

P

. Έτσι


[image: image105.wmf](

)

θ

cos

,

θ

sin

P

Β

)

θ

(

Θ

l

l

l

=

 , 
[image: image106.wmf]l

l

£

£

-

m


Δυστυχώς η αναλυτική εύρεσή τους είναι αρκετά πολύπλοκη ώστε να παρουσιαστεί εδώ.

Έτσι λοιπόν ολοκληρώθηκε και η εύρεση της συνάρτησης που περιγράφει την εξάρτηση από τη γωνία θ. Γνωρίζουμε λοιπόν πια με ακρίβεια τις λύσεις 
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 της γωνιακής εξίσωσης για το άτομο του υδρογόνου. Οι συναρτήσεις αυτές ονομάζονται σφαιρικές αρμονικές και εξαρτώνται από τις τιμές των ακεραίων αριθμών 
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Οι συντελεστές 
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 εξαρτώνται από το 
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 και προσδιορίζονται για κάθε συνάρτηση από τη συνθήκη κανονικοποίησης


[image: image114.wmf]ò

ò

=

π

2

0

π

0

2

m

1

φ

d

θ

d

θ

sin

)

φ

,

θ

(

Υ

l


όπου sinθdθdφ είναι η στερεά γωνία που προκύπτει από τις στοιχειώδεις μεταβολές των θ και φ. Παρατηρήστε ότι το μέτρο των σφαιρικών αρμονικών 
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 εξαρτάται μονάχα από τη γωνία θ και όχι από τη φ. Η φ καθορίζει μόνο τη φάση για τις συναρτήσεις 
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Το αξιοσημείωτο είναι ότι οι κβαντικοί αριθμοί 
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 δεν μεταβάλλονται ανεξάρτητα ο ένας από τον άλλο. Έτσι για 
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=0 μπορεί μόνο να είναι και m=0, για 
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=1 το m μπορεί ν πάρει τιμές m=-1, m=0 και m=+1, και για 
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=2 το m παίρνει τιμές –2,-1,0,+1,+2 . Έτσι για κάθε τιμή του 
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 προκύπτουν 2
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+1 διαφορετικές τιμές για τον m.

Ας δούμε τώρα προσεκτικά τη μορφή έχουν οι σφαιρικές αρμονικές για διάφορες τιμές των 
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, ώστε να έχουμε μια εποπτική εικόνα του τι έχουμε ανακαλύψει έως τώρα.
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Ο κατακόρυφος άξονας είναι ο άξονας z των καρτεσιανών συντεταγμένων. Τα σχήματα αυτά να τονίσουμε ότι είναι σε 3 διαστάσεις, εδώ παρουσιάζονται απλά οι τομές με κάποιο κατακόρυφο επίπεδο. Έτσι πχ η 
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 είναι μία σφαίρα στο χώρο. Αυτό που πρέπει να παρατηρήσουμε είναι ότι η θέση του ηλεκτρονίου δεν είναι εντοπισμένη, σε αντίθεση με την κλασική περιγραφή, αλλά αντίθετα υπάρχει διασκορπισμένη η πιθανότητα το ηλεκτρόνιο να βρεθεί σε κάποια θέση. Αυτά είναι τα τροχιακά. Για 
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=0 το ηλεκτρόνιο βρίσκεται σε τροχιακό s, για 
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=1 σε τροχιακό p, για 
[image: image133.wmf]l

=2 σε τροχιακό d, και ούτω καθεξής για τα γράμματα f,g,h κτλ. 

Η ΑΚΤΙΝΙΚΗ ΕΞΙΣΩΣΗ

Αφού λοιπόν ολοκληρώσαμε τη μελέτη μας για την εξάρτηση της κυματοσυνάρτησης του ηλεκτρονίου από τις γωνίες με την εύρεση των σφαιρικών αρμονικών, ήρθε το πλήρωμα του χρόνου να μελετήσουμε την εξάρτηση από την ακτίνα. Για το σκοπό αυτό θα πρέπει να λύσουμε την ακτινική εξίσωση
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Όπου αντικαταστήσαμε τη σταθερά χωρισμού λ με την τιμή της που βρήκαμε κατά τη μελέτη της γωνιακής εξίσωσης: 
[image: image134.wmf])
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Παρατηρούμε ότι μέσα στη  δεύτερη αγκύλη υπάρχουν 3 όροι. Ένας όρος που αντιστοιχεί στην ενέργεια, ένας όρος που αντιστοιχεί στο δυναμικό που βρίσκεται το ηλεκτρόνιο, και ένας όρος στροφορμής. Για να απλοποιηθεί ελαφρώς η αγκύλη αυτή θα χρησιμοποιήσουμε τις εξής αντικαταστάσεις:
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όπου |Ε|=-Ε, αφού η ενέργεια του ηλεκτρονίου που περιφέρεται γύρω από τον πυρήνα πρέπει να είναι αρνητική λόγω του ηλεκτροστατικού δυναμικού.

Τότε η ακτινική εξίσωση μετασχηματίζεται ως εξής
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Φυσικά δεν χρειάζεται να λύσουμε εμείς μια τόσο πολύπλοκη διαφορική εξίσωση, τη στιγμή που αυτό το έχουν πραγματοποιήσει άλλοι πριν από εμάς. Η συνάρτηση 
[image: image138.wmf])

ρ

(

R

 επαληθεύει την παραπάνω εξίσωση μονάχα όταν ισχύει
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Επιτέλους έκανε την εμφάνισή του και ο ολικός κβαντικός αριθμός. Δώστε προσοχή όμως τι σημαίνει αυτό το γεγονός. Η σταθερά C είναι πια κβαντισμένη, δηλαδή μπορεί να πάρει μόνο διακριτές τιμές, αυτές που ορίζει ο ολικός κβαντικός αριθμός. Προηγουμένως όμως προέκυψε ότι 
[image: image142.wmf]n

E

2

m

ke

C

2

=

=

h

 . Λύνοντας τον τύπο αυτό ως προς την ενέργεια |Ε|=-Ε, έχουμε το εξής θεμελιώδες αποτέλεσμα:
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Η τιμές αυτές είναι οι πιθανές ενέργειες τις οποίες μπορεί να έχει το ηλεκτρόνιο το οποίο περιφέρεται γύρω από τον πυρήνα του υδρογόνου. Το ενεργειακό φάσμα λοιπόν του ηλεκτρονίου είναι διακριτό! Αν αντικαταστήσουμε με τις γνωστές τιμές των σταθερών τότε η ενέργειες του ηλεκτρονίου σε eV θα δίνονται από τον τύπο
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Για n=1 παίρνουμε την ενέργεια της θεμελιώδους κατάστασης του ηλεκτρονίου: θα έχει ενέργεια –13,6eV . Για n=2 το ηλεκτρόνιο θα έχει ενέργεια –3,4eV , και στη συνέχεια 1,5eV , 0,85eV , 0,54eV και ούτω καθεξής. Για να πεισθείτε ότι η ενέργεια του ηλεκτρονίου είναι πράγματι κβαντισμένη, σας παραθέτω και την πειραματική της επαλήθευση.
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Ο λαμπτήρας πυρακτώσεως – μια κοινή λάμπα – όντας μακροσκοπικό αντικείμενο εκπέμπει ακτινοβολία σε όλα τα μήκη κύματος, με αποτέλεσμα εμείς να βλέπουμε το λευκό φως. Το υδρογόνο εκπέμπει – για το ορατό φως πάντα – σε 4 μόνο μήκη κύματος, πράγμα που μαρτυρά 4 διαφορετικές κβαντικές ενεργειακές καταστάσεις στις οποίες μπορεί να βρεθεί το ηλεκτρόνιό του. Μία από τις σημαντικότερες επιτυχίες της κβαντομηχανικής ήταν η παραπάνω ακριβέστατη φασματική περιγραφή του ατόμου υδρογόνου.

Για να μην ξεχνιόμαστε όμως! Έχουμε αφήσει υπόλοιπα στην επίλυση της ακτινικής εξίσωσης για το άτομο του υδρογόνου. Αφού εισαγάγαμε και τον ολικό κβαντικό αριθμό n και τον περιορισμό 
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 απομένει να γράψουμε τις λύσεις της διαφορικής εξίσωσης που προέκυψε. Αυτές είναι
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Τα 
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 είναι τα πολυώνυμα Laguerre. Τα πολυώνυμα αυτά περιλαμβάνουν όρους από 
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 βαθμού έως 
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 βαθμού οι συντελεστές των οποίων εξαρτώνται από τους κβαντικούς αριθμούς 
[image: image154.wmf]l

και 
[image: image155.wmf]n

. Το πλήθος των κόμβων των συναρτήσεων αυτών είναι ίσο με 
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Τέλος, οι συντελεστές των ακτινικών συναρτήσεων 
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 είναι τέτοιοι ώστε οι λύσεις 
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 της χρονοανεξάρτητης εξίσωσης του Schrodinger να είναι κανονικοποιημένες:
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όπου r2sinθ dθ dφ dr είναι το στοιχείο όγκου για την σφαιρική επιφάνεια.

(Επειδή οι σφαιρικές αρμονικές 
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 είναι ήδη κανονικοποιημένες στη 

μονάδα, η παραπάνω κανονικοποίηση είναι ισοδύναμη με την
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Ας σχεδιάσουμε και πάλι γραφικά τα ευρήματά μας. Αυτή τη φορά θα σχεδιάσουμε 2 γραφήματα για κάθε περίπτωση. Το πρώτο θα είναι το γράφημα της 
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, και αμέσως παραδίπλα την ποσότητα 
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 , η οποία όπως είπαμε στην αρχή είναι η συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας για την ακτίνα του ηλεκτρονίου. Η εξάρτηση αυτή είναι μόνο για την ακτίνα, καθώς τη γωνιακή εξάρτηση τη σχεδιάσαμε στο προηγούμενο τμήμα. Η κλίμακα του μήκος καθορίζεται σε μονάδες r/a0 , όπου 
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 είναι η ακτίνα του Bohr. (Την ακτίνα αυτή είχε προτείνει ο Bohr ως ακτίνα περιφοράς του ηλεκτρονίου γύρω από τον πυρήνα. Στην κβαντική περιγραφή η τιμή αυτή είναι απλά η πιθανότερη τιμή για την ακτίνα του ηλεκτρονίου.)

Τροχιακό 1s -> 
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Τροχιακό 2s -> 
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Τροχιακό 2p -> 
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)

0

a

2

r

0

2

/

3

0

21

e

a

r

a

2

3

1

)

r

(

R

:

1

,

2

n

-

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

=

=

=

l



[image: image172.png]fae




Τροχιακό 3s -> 
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Τροχιακό 3p -> 
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Τροχιακό 3d -> 
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ΟΛΟΚΛΗΡΩΝΟΝΤΑΣ

Για να πάρουμε μια πλήρη τρισδιάστατη περιγραφή της συνάρτησης πυκνότητας πιθανότητας για το ηλεκτρόνιο του ατόμου του υδρογόνου, η οποία να περιλαμβάνει τόσο την ακτινική εξάρτηση όσο και την γωνιακή, αρκεί να σχεδιάσουμε την παράσταση
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για τις διάφορες τιμές των κβαντικών αριθμών. Α!, να μην ξεχάσω και τον μαγνητικό αριθμό του spin, ο οποίος διαχωρίζει τα ηλεκτρόνια με spin +1/2 και –1/2. Τότε κάθε κβαντική κατάσταση που περιγράφεται από τους 
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 θα μπορεί να καταληφθεί από 2 ηλεκτρόνια με διαφορετικό spin.
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